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Prof. Dr. Moritz Diehl

1. Betrachten Sie das Waschbecken aus dem vorigen Blatt, das durch die ODE

modelliert wird. Betrachten Sie eine feste Flussrate ugs und kleine Abweichungen du(t) davon.

(a) Berechnen Sie den Gleichgewichtszustand xs.
Im Gleichgewichstzustand gilt: g5 = f(ss, Uss) =0

(b) Linearisieren Sie das System im Gleichgewichtszustand, um eine ODE der folgenden Form zu erhalten.

Fiir die Linearisierung gilt:
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(c) Nehmen Sie nun an, dass & = 0.60/kg/s und uss = 2.4 kg/s, und berechnen Sie x4, A, und B.
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(d) Nutzen Sie die Simulationsroutine ode 45, um erst Thr nichtlineares Modell (1) fiir einen sinusformigen Input der Form
u(t) = ugs + ua sin wt fiir fiinf Minuten zu simulieren. Starten Sie im Gleichgewichtszustand. Setzen Sie ugs wie oben,
wihlen Sie z.B. ua = 1 kg/s, und nehmen Sie fiir die Oszillationsfrequenz w an, dass eine Periode 10 Sekunden dauert.
Simulieren Sie zum zweiten auch Ihr linearisiertes Modell (1) mit dem entsprechenden Input, und plotten Sie die resul-
tierende Trajektorie x4 + dx(t) in den gleichen Plot wie die nichtlineare Simulation. Fiihren Sie die Simulationen fiir
verschieden gro3e Amplituden wp durch. Ab welcher Amplitudengrosse ua kann man deutliche Unterschiede wahrneh-
men? Geben Sie zwei Plots der Zustandstrajektorien ab, einen fiir eine kleinere Amplitude, und einen fiir eine grofere.
Vergessen Sie nicht, die Achsenbeschriftung inklusive Einheiten anzugeben (z.B. “u(t) [kg/s]”).

Die Funktion fiir das nichtlineare System:
function [ mdot ] = aufgld( t,m )
u=2.4+1l*zin( (2*pi/10) *t);
k=0.6:
mdot=u-k*sgrt (m) ;
end

Die Funktion fiir das lineare System:
function [ delta mdot ] = aufgldlin( t,delta m
delta_u=1*sin((2*pi/10)*t);
delta_mdot=—0.0TS*delta_m + delta_u;
end

Die Funktion um beide zu ploten:
function [] = test45()
[tl,v1l]=ode45 (@aufgld,0:0.1:20,16);
[~,v2]=0ded45 (Baufgldlin,0:0.1:20,0);
plot(tl, [vl v241&6])

xlabel ('t in Sekunden');
ylabel ('m in kg'):
figure(1);

end

Wichtig ist, bei beiden Aufrufen von ode45 die
Gleiche Zeitteilung (hier 0:0.1:20) zu verwen-
den, da nur eine als x-Wert an plot iibergeben wird.

Rechts oben: Plot bei eine Amplitude von
ua = 1 kg/s und 5 min Zeitintervall

Rechts unten: Plot bei eine Amplitude von
up = 2.4 kg/s und 20 s Zeitintervall

(Amplituden iiber 2.4 sind physikalisch nicht sinn-
voll, da u(t) negativ wird und der Wasserhahn kein
Wasser aufsaugen kann)
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(e) * Simulieren Sie bei festgehaltener Amplitude (z.B. us = 1 kg/s) einmal das lineare und einmal das nichtlineare Sy-
stem fiir hundert Kreisfrequenzen w mit Periodendauern zwischen 0.06 s und 60 s (nutzen Sie z.B. Logspace), messen
Sie fiir jede Frequenz die erreichte Schwingungsamplitude x5 (z.B. maximal erreichter Wert von z(¢) minus Gleichge-

wichtszustand x4s), und plotten Sie die erhaltenen Amplituden z 5 als Funktion von w.

Die Funktion fiir das nichtlineare System:

function [ mdot ]| = aufgle( t,m )
global wij;
u=2.4+1%*sin{ (wj) *t):
k=0.a;
mdot=u-k*=grt (m) ;
end
Die Funktion fiir das lineare System:
function [ delta_mdot ] = aufglelin( t,delca m
global wj;
delta w=l*sin((wj)*t);
delta mdot=-0.075%delta_m + delta u;
end
Die Funktion um beide zu ploten:
function [] = testle()
global wj:
T=logspace (3,0,100) ;
w=2%pi./T:
clf
for j = l:length(w)
wi=w(3) ;

[~,¥1l]=o0de45 (@aufgle, 0:0.1:300,16) ;

%[~,v1l]=ode4t (Baufglelin, O: 00, 0)

P VL] dU U

loglogivw],max(yl-1&8), "o")
hold on;
xlabel ("‘omega in Herz'):

ylabel ("Enplitude in
figure(l):

end

end

Rechts oben: Plot fiir das nichtlineare System
Rechts unten: Plot fiir das lineare System
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2. Betrachten Sie einen elektrischen Schaltkreis, der aus einer Spule mit Induktivitit L und einem in Reihe geschalteten Kon-
densator mit Kapazitit C besteht. Nehmen Sie an, dass Sie die Eingangsspannung u zwischen Spuleneingang und Kondensa-

torausgang von auflen vorgeben (also steuern) kdnnen.

(a) Entscheiden Sie sich fiir geeignete Zustéinde x und leiten Sie eine Differentialgleichung der Form & = f(x, ) her, die
das Verhaltens des Stroms i(¢) durch den Schaltkreis beschreibt. 3P
(vc)
€T =
uc
U= uc +ur 3
up, =i-L “)
e 5)
(i\ _ [(u—mx)/L
o= () = (“3 50 ©®
(b) Bringen Sie die ODE in die Form # = Ax + Bu. Geben Sie dafiir die Matrizen A und B explizit an. (1P)
(3 8) e (B)
(C 0 0

(c) Fiigen Sie nun in jede Kabelverbindung noch einen Widerstand ein, mit Widerstinden Ry, Ry c und R¢. Leiten Sie eine

neue Differentialgleichung der Form & = f(z, u) her und bringen Sie sie in die Form & = Ax + Bu. 3P)
u=uc+ur+1i-R mit: R = R;, + Rr.c + Re )

R -1 1

i (T T T
x(g O>x+<0>u )

(d) * Simulieren Sie das System mit konstantem Eingang und Anfangsbedlngung Null (wahlen Sie die Parameter) (2 B.P)

12
Die Funktion fiir den Schaltkreis in Matrixform
(# = Az + Bu) bei evtl unrealistischen Bauteil- T
groBenvon L =1H,C =1Fund R =1 : 0l
function [ =xdot ] = aufgad| ~,x ) =
u=1; L=1; C=1; R=1; 25 g6l
xdot=[-R/L, -1/L; 1/C, 0l*x + [1/L; 0]*u; s 5
end i £
= & U4
Die Funktion um die Sprungantwort zu ploten: E=

function [] = test2dl()
oded5 (@aufg2d, [0 10],[0 0]):

vliabel ({'u Cit) in Volt (grim)’';
"ift) in Empere (blaw)'¥y: 0 THoscoeet
xlabel ('t in Sekunden'):; L 1 1 1 1 1 1 I |

end
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3. Untersuchen Sie, ob die folgenden Differentialgleichungen mit Eingangssignal w(t) und Ausgangssignal y(t) linear bzw.

zeitinvariant sind, und begriinden Sie Ihre Aussagen.

@ (1) = —ky(t) + u(t) 2P)
y3(t) = ay1(t) + By2(t)  us(t) = aur(t) + Pua(t)
3(t) = afir(t) + Bii2(t) = —kayi(t) + aur(t) — kBy2(t) + Bua(t)
= —k(ay1(t) + By2(t)) + (auq(t) + Pua(t)) = —kys(t) + us(t) — linear
ys(t) =yt +7) us(t) =w(t+71)
Gs(t) =1t +7) = —kp(t+7)+w(t+7)

= —kys(t) + us(t) — zeitinvariant

(b) §(t) = —sin(t)y(t) + u(t) 2P)

ys(t) = ayr(t) + Bya2(t)  us(t) = aur(t) + Bua(t)
i3(t) = aij(t) + Bija(t) = —sin(t)ay () + cur () — sin(t) Bya (1) + Sua(t)
— —sin(t)(ays (£) + By () + (s (£) + Bus(t)) = — sin(t)ys(t) + us(t) > linear
us ) =y(t+7) us(t) =w(t+7)
Gs(t) = (t+7) = —sin(t + 1)y (t +7) +ur (t +7)
= —sin(t + 7)ys(t) + us(t) # —sin(t)ys(t) + us(t) — zeitvariant



(© §i(t) = —sin(y(t)) + u(t) (1P)

y3(t) = ay1(t) + By2(t)  us(t) = aur(t) + Pua(t)
i3(t) = ain(t) + Bij(t) = —asin(yi () + s (t) — Bsin(ya(t)) + Sua(t)
= —asin(y1(t)) — Bsin(y2(t)) + (qui(t) + Bua(t)) # —sin(ys(t)) + us(t) — nicht linear

ys(t) =t +7) us(t) =ui(t+7)
Js(t) =1t +7) = —sin(p1(t+ 7)) +ur(t + 1)
= —sin(ys3(t)) + us(t) — zeitinvariant

Tipp: Gehen Sie von zwei Losungstrajektorien u; (t), y1 (¢) und us(t), y2(t) aus, und zeigen Sie explizit, dass jede Line-
arkombination auch eine Losung ergibt.

Ingesamt gibt es 18 Punkte und 6 Bonuspunkte auf diesem Blatt.



